Sous-espaces vectoriels engendrés par une partie d’un
espace vectoriel V

Définition 35 (span ou vect).
Soit V' un espace vectoriel et vy,...,v, des vecteurs de V. L’ensemble
des combinaisons linéaires de vy, ..., v, s’appelle le span.

Théoréme 29. Soient vq,...,v, des éléments d’un espace vectoriel V.
Alors span{vy,...,vp} est un sous-espace vectoriel de V.

Preuve
O,espen Yy v, Vpy : Oy= Ous -0V

P P
Se Va2 NV b we Z V. Alos
leq

lcq ce

Y P °
Viw - Z ®: V0 + ZILL:U‘; = 2 (')«-C"'/A:,)v;
L:q ccq tea

¢ spaa G V., ..., Upj

idem Pow MU, avec U e€Spaa 2v,.. Yp et delR.

o0 o0

Exemple W = nNEo-n l" [40)' (0433 gnzxz(m)

-ul;o’sae Q@
W-§ (28) | aber)

Car MweW peul 8'eecice

o (‘ °)+ b [2‘}9) c o.b) pou a,bell

Oo o 06
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Définition 36 (famille génératrice).

On dira que {vy, ..., v,} est une famille génératrice de span{vy, ..., v,}.
Exemple .
2
o V4L - farad st | nomccn e Ty

2
Spaa ﬁe,,ez,esj R

Y eckewss de Lo base canonigue dell Q

4.2 Applications linéaires, noyaux et images
La notion d’application linéaire vue dans R" peut se généraliser aux

applications T': V' — W entre deux espaces vectoriels V' et W.

Définition 37 (application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T : V' — W. On dit que T est

une application linéaire si elle associe a tout élément v de V' un unique
¢lément T'(v) de W et si T vérifie

LT (wtv) = Tlw) s TW) YuuveV

9. T (ota) = o Tla) YareV
X el

Exemples

4) T ﬁ)z_ — [?z Qvec K .
P — TCp) Tp)s (Qota.)ta, b+, 8 oc

pl)= Qo+, b+a.t
et Lacacse . T(a44)= 2+ ¢
T(4-4-4%) = -4-t

X) T Hzxz (m) — R
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3) S T ﬁln - “ZM el Lacaiee, alocs
T (. 'AAQ-:.\‘-—' "‘)ne—;> = Z ')ZT(-E::)

A= (T ... T(e_",,)) c men Cm,) et o

MOzln'ce ca.non.nt-c.ccwen‘; associce .

S: ReM ona T(E)= T(Zwé)

n ., 5
- ZoccT(e'Z-) = A ( ):Azx.

cca xXn

Définition 38 (noyau d’une application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T': V' — W une application
linéaire. Le noyau de 'application T est I'ensemble des solutions de

T(v) = Oy
On le note
Ker(T) = {ve V |T(v) =0,}. €V
Exemple g b T :Tp = [Py aoec T(o.om.uo,&z)
P Tle) . Qpta,+a. by QL{:Q
e i
Q<0 Q,.0 }oﬁ,zl_‘

Définition 39 (image d’une application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T' : V' — W une application
linéaire. L" #mage de 'application T" est I'ensemble

Im(T)={beW |3z eV avecT(z)=b}. CW
Exemple Qeit be TP;L avec bW bot bt + L’7_‘(:'z
on cliecc e PLH e F, acvec TCP) -b. ('*)

Qo{—aq s bo Qo‘ bo—51
{ 0. = by & Q.c by
OZ = bz QL: bz_

Done (x) sk compatible Ybe B , donc Jam (1)=
et T et OUA-\Stc,b:ue.
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Théoréme 30. Soient V et W deux espaces vectoriels et T : V. — W
une application linéaire. Alors

1. Ker(T') est un sous-espace vectoriel de V.

2. Im(T') est un sous-espace vectoriel de W.

Preuve
i+ 0, elUer(t) cor Tlo,) -0y

T(o,) = T(o-v) = O-T(e)= Oy

Soze_,\l, v,w € e CT) ACos
T (viw ) = TW +4T(w) =0,+ Ow* Ow

o viwele (T)
. Soienl NeR, veUe(T). ACeas

T(A\I)s %T(V)s)owz OW P ‘)UC—oKe’f‘CT)
Cas particulier des matrices

On a vu que si T : R” — R™ est linéaire, alors il existe une matrice
A € M, «n(R) canoniquement associée a T', donnée par

A= (T(er)... Tlen)).

Définition 40 (noyau d’une matrice).
Soit A € My«n(R). Le noyau de la matrice A, noté Ker(A), est l'en-
semble

Ker(A) = {# € R" | A¥ = 0} C R".
Ker (A) et &ensemble den oolutiom de L'éyuakon
QLOMOaéﬂe, A Er = 6Rm

Ker (A) confrent 6FR.° ( so€. éicux'o_ee)
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Théoréme 31. Le noyau d’une matrice A € Mpyxn(R) est un sous-
espace vectoriel de R".

(Pkeuuc: On pe,u_l-, oefr:,‘?&cr Len % axioneld dfelm
d,e"f, 26 ow whlinec Lle th. 30.4.

Définition 41 (image d’une matrice).
Soit A € M,xn(R). Limage de A, notée Im(A), est 'ensemble engendré
par les colonnes de la matrice A.

Théoréme 32. Soit A € My, «n(R). Alors Im(A) est un sous-espace
vectoriel de R™.

Preuve (O whk@ine Le L+6.. 302,

—

n m
A tadecib wne oppd. Lea. l,k" R - I

oe. — Ax
Im (T,) = Jom (A,

Precwoe enex. (double c'r\r.Lu-s:oa)

A 4 -4 4 0-2
Exemple A: (Z 3 3) A~-o~ o 4 4
2 Y 4 O O o
T £ .
o @ o Jey o srne varcable Libve

d\'ﬂ[A)r Sfa.n \O.—:,,Q-';,dsj = S')O.f\ l?&",|613 C&I‘dﬂqu
. ~ Lot

comb. Ln' te e c'g te - " - x4’223=0

Kee (A) = Txcl | AR =0 diec 53?_4-13'0

St on jose ‘l:zfl,;; (L:bae.)?: 0Locs S- (Z;t) =4 L-?) Q:;cm
Donc e lh)e spon )7 ()]
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4.3 Bases d’un espace vectoriel

On peut généraliser la notion d’indépendance linéaire et de span vue
dans le cas particulier de R" pour définir les bases dans espace vectoriel
quelconque.

Définition 42 ((in-)dépendance linéaire).
Soit V' un espace vectoriel. Alors la famille (vy, vg, ..., v,) d’éléments de
V est dite linéairement indépendante si

n’admet que la solution triviale a; = ... = @, = 0. Sinon, la famille
(v1,v2,...,vp) est dite linéairement dépendante.
Exemples
) Soéen‘t Pa (L) =4 ol 4 P4 L) o, f’-u") + oy 'P3[-L)= OC
tpelyadnne
P(k) =1 2 we l)
t.e. o o ol =0 nus s
l-0: oly =0
L=A4: ol.z'/l-l' 0(3'/‘:0 = 0(7_+°(3=O 3_ %O(L.:O
7 - ~ bezz0
oA ody. 1) £ lg(-4) =D = ~ o Fo3=0 3

Doac .Q,a._fa.m.% (A,L,'(-,Z) o W‘)_ sk Oca. cadlep.
R) La '30.«..:.“5 (A, -l:) 4-4:) de TP1 et lon. dep :
En effeb, At = 4 A4(4)-E , done A-£ eot
c,omb- Lia. de 4 e,l: ‘e

3)  Doas My (R) , swieab A= (07 8- (49),
C-= 00> ek Znggzz).

-4 2

Lo fomclle (A, g c, D) eob-alle Lin. cndep (
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g [40) # 0 [59) 4 (25 )4 2 (23)= (52)

Aoy b20y  olg+3dy o o
4= \ = o o
~oa - 2dy Ay 2oy D oy

- K +Adz42dg = O -3dy +dy +24y = O
olat Doy = O .. &> [ otu=-3dg
_015_20“_':0 °(3"'Z°u'f
Ao +2d3 22y = O oly= Ay

dowe oty @b wae vescab Qibae et 0n a por exemple
pous dy= 4: _93 AL B-2C+D=0

5 lo fam. (4,3 C,D)eck Ca dep

Remarque

Dans R", si on a une famille (v, va, . . ., v,), on peut échelonner la matrice
dont les colonnes sont vy,...,v, pour étudier I'indépendance linéaire.

Pour d’autres espaces vectoriels, on n’a pas cette possibilité.
€nCore,

Théoréme 33. Une famille (vy,...,v,), p > 2 est linéairement dé-
pendante si et seulement si au moins un des éléments de la famille est
combinaison linéaire des autres éléments.

Pretoe : (ea e—‘)‘&C—CC&)
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Définition 43 (base).
Soit V un espace vectoriel. Soit B = (v1,...,v,) un famille d’éléments
de V. Alors B est une base de V si Y Loduae den vecbews

1 ook CmPalban‘:
. B eok Lin. Cnobe:pen&&t\{:&

2. B eot wae Efo‘m‘:“e Senccaticce de V, c.e.
Spa.n ‘,q},.l...)vr,:b = \/

PLemewque: S¢c Wevu et un SEV, W ed ausse ta Ev
el done W pent annss:e posseades den bCgel.

Exemples )

A) L(’::, ) € ) bese coa. oLe (2

2) Sc A= (a, .. Q;', ) et wae mablice cavecscble de
Nagga L), alers Lo J’ama[\c (g,,. ,tfn)é’/oﬁ wal
bate de R,

3) (4, 4,12) et wae base canonigue Ode I,

(‘) (Al‘:;'-- }'&n) " v v te i?fl

5)  pl) b s g g pn =

P2Lb) = t
= . + 9-_0 +Q 2
Pslb) - 2 Car @ot oyt e O-pat 2Py F AP

Rais La fomclle (pa,pe,py) W(P/Jl?pm Lidie car
Pa< P2t %P.:%

s (pa e, P2) n‘ent posr une base dua iPa

Par coabe [pg,pa) \?o«meo{: 1rae bose e P,
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6) A0 o4 0o oo % L& L
( (00\. K°o), (4 05, (04 )> e:;mcc}:sl S
Ea QQPe.\—, lo &pa.m;.lle eot Libre el

(Gd) = (Ga)eb [S0)re(2e)re (2

done Lo 'Qo.m:.ﬂ{ eagesdie Ty, , ().

‘)'L\pwuue‘l_e Quec ”7—((1

Q
N ( 5 ) > (ti) (,CSQm.orpeA.ZSMae)

<

Théoréme 34 (base extraite). Soient V un espace vectoriel et S = (vy,...,vp)
une famille de p éléments de V. Soit W = span{vi,...,v,} le sous-
espace vectoriel de V' engendré par S. Alors

1. Si un des éléments de S, par exemple vy, s’éccz't comme combinaison
o . ke
linéaire des v; pouri # k, alors span{vy, ... ,V){,1Vk_|_1, o Vpr =W,
autrement dit, la famille reste génératrice si on enléve vy.

2. Si W # {0y}, alors il existe une famille d’éléments extraits de S
qui est une base de W'

Remarque
l) Ovh oot tn SEV de V. Cleskbwn EV que
W odme t pon de bacse [
En c.N&L; La fo.m:ll@ (Oy)u'ent pp Libre.
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Bases de Ker(A) et Im(A)

o ppe€:  Ker(A) ek Im(A) sonk den EV.
2 -4 6
Exemple A - (_2 _‘z' : )
¢ § -4 3
fUeeCA) = bxem | AZ-8]) €R

=\ , ~ [404]° oc, X, de base
(A18) >~ (504 ) o e
0006

S'- (-:’) = (-:) pows LelR
+ 1 y y
Done ke (A): 3pea 9(:)}] eé ((4)) %Lﬂ-(\e foo.se, Qe

q
We CAY). ]
¥ In (A’) = gfo-"‘ l}tﬂ.,d—;)d—&} = Spaa ﬁa,,,a--,_"] . Les oec(-,cws
Q" el ) Sonb @in. éndep o (47,07 ) eot wae Loge de Jm (A)

On obsesrve que
- fen cofonawn P(,uo{;s de A enaen&.cenb JIm (A).
- P nbre de wcbews de Lnbose de Ue (A) ot Fgot
au nbre de coConnen wen PCoo{).
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Théoréme 35. Soient A € Myxn(R) une matrice et B une forme éche-
lonnée de A. Alors

1. Les colonnes pivots de B sont linéairement indépendantes.

2. Les colonnes pivots de A (qui correspondent aux colonnes pivots de
B) sont linéairement indépendantes.

3. Les autres colonnes sont combinaisons linéaires des colonnes pivots.

Constat Les opo.'ra.l’.:.ens elémen l—,a.i,r% conSecoRn t
e independacce den cobomen .

Stratégie pour trouver une base de Im(A)

4) ecle Jonne. A
2) debermine. Loo colonner pivots

ad_eat ax coCnaeo

3) Len coloanes da A gqui corespe

pcuots du A doanenl une base de o (A-)

Suite de ’exemple

Nobons f,-: ) [’: ) ‘;:,3 sy colonney do L::.ifowe_ ER de A.

On remargue que

@2 spae 95,6 Y cor (2] e (5) (%)

g
b by
h'a pao ol ool boon.
En reSume : colonaen pouoks de A wbre de vascabley
, & buen
v d
base e Jm (A) nbre de vecbews

e Lo, base de ke (A)
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(b colornen woa pivots de A M({)owm‘sscnl: pas
(ne base de ke  CA)!

Sc Ae N, (R) , WKe(A) R eb .
Span ) col. nen peocks de Aﬁ < R

Remarque

!

Exemple : Recherche d'une base de Ker(A)

3 6C 419

(A -2 2 2 -4 ¢ Pyys (R)
2 4 58 -4

-
-

X4, X3 dr base

A (4 -2 04 ¢
Y 1o o 1 2 -2 .
o 090 o x;_/xq’xs Q‘.bfcs
1 1

ImA) = span § &, 05 ]
-
kel (A) nol. e Ax =0 .
Xy ~2Lxy - Xy + 3x5 =0 A= 2%y 4+ X - 3Ky
5 Ne 4+ 2xy~2%g =0 = }

sgz(

o (V72 ,73) eol tae bose de Kec(4)

len 2 uvecbears sonf Eea.

y -3 - .
+€ lo rm S ekt Wen(A) = spaa "4»’2.."3\(]-

.41 2

o 4

~ (ndle’pendanty

Va

4<1 o0°Q &+ N

—y
V3
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